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Exercices du samedi 4. Montrer de méme que
h— n—1
Les exercices marqués d’une €toile sont plus difficiles a priori. lim —— Z f( ) / I
n—+oo N

Exercice 1 (*).
1. On dit qu'un entier k € Z est représentable si 3(a,b) € Z2% k = a? + b2, Exercice 5 (Méthode du point milieu). Soit f € C*([a, ], C).

Montrer que le produit de deux entiers représentables est représentable.
. R . 1. Montrer que :
2. Soit P € R[X] un polynéme positif. Montrer que

3A,BeR[X] P= A%+ B2 /f (b—a) <a+b> /:(ﬂx)f(a;b)<xa;b)f’(a;b)>dx.

puis que
~0-ar (45

Montrer que (a,) et (b,) convergent vers une méme limite, appelée moyenne 2. Soit n € N*. En déduire que

arithmético-géométrique de a et b. )
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On dit que la methode du point milieu est d’ordre deux.

Exercice 2 (Moyenne arithmético-géométrique). Soient a,b > 0. On définit les

n le
suites (ay,) et (by) par (ap,bo) = (a,b) et (ant1,bpr1) = <a_2|-, \/anbn).

(b — a)S max |f//|
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Exercice 3. Soit u une suite telle que (ugy,), (U2n+1) €t (us,) convergent. Montrer
que u converge.

Exercice 4 (Méthode des rectangles). Soit f de classe C* sur [a, b].

1. Rappeler la formule de Taylor avec reste intégral et 'inégalité de Taylor-
Lagrange, sans oublier leurs hypotheses.

2. Montrer que Exercice 6 (Lemme de Riemann-Lebesgue et variante, *).
, Soit f une fonction continue sur [a, b]. Déterminer les limites suivantes :
b—a
@)z~ (b~ a)f(a)| < = ma | £/(x) 1
z€la,b] . b
lim / f(z)sin(nzx) dx
3. En déduire que pour tout n : notee Jg
2.
el o UL P i [ ()] sinna)
d k <— 7 / im / z)|sin(nz)|dx
z) n = (a + n > 2n xrél@fi] |f ()] n=too J,

Indication : on pourra penser aux fonctions en escalier.

s que b Exercice 7 (*). Dans cet exercice, on pourra librement utiliser les résultats de
lim Z f( > / f. Iexercice 21 du TD ordinaire dont on reprend les notations.
n—+oco N a
d n
1. Déduire de Iidentité Y o(d) = n, lidentité > uwld) _ )
. L d n
Interpréter géométriquement. dn dn
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1 n
2. En déduire — k
— ;w( )
3. On note p, la probabilité que deux entiers tirés uniformément et
indépendamment entre 1 et n soient premiers entre eux. Déterminer la li-
mite de (py,).
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Exercice 8.
1. Soit f une fonction croissante sur R. Montrer que I’ensemble de ses points de
discontinuité est au plus dénombrable.

2. Soit f une fonction convexe sur R. Montrer que I’ensemble de ses points de
non-dérivabilité est au plus dénombrable.

Exercice 9 (Méthode de ’hyperbole, *). Pour tout n, on note d(n) le nombre de
diviseurs de n. En utilisant I’hyperbole d’équation xy = n, donner un équivalent
de

> d(k).

k=1

n

Bonus : donner un développement asymptotique & O(y/n) pres.




