Sujet n° 4 - Introduction aux méthodes variation-
nelles en physique

Question de cours Enoncer les trois lois de Newton. Définir le travail d’une
force. Donner la définition d’une force conservative. Démontrer le théoréme de
I’énergie mécanique.

Exercice (Adapté du probléeme de physique de ’agrégation de phy-
sique de 2016) On considére un systéme mécanique dont ’état est représenté
par un jeu de quantités (¢;(t))1<i<n- On appelle ces quantités coordonnées géné-
ralisées. On forme également les dérivées correspondantes (¢;(t))1<i<n, appelées
alors vitesses généralisées.

On considére une quantité £(t, ¢;, ¢;), appelée lagrangien. Entre deux ins-
tants t; et ty, et pour un chemin q : [t,t2] — R, on définit la quantité S
suivante, appelée action par

ta

Slgl= [ Z(t,q(t),4(t)) dt.

ty
1. On ne considere pour simplifier qu’une coordonnée généralisée. On intro-
duit une fonction 7 : [t1,ta] — R? telle que n(t1) = n(ta) = 0.
Expliquer brievement pourquoi une condition nécessaire pour que ’action
S soit extrémale est

Slg + €] — Slq] = o(e).

Dans toute la suite, on suppose 'action extrémale.

2. Développer Z(t,q + €n, ¢ + n) au premier ordre en €. Etablir Péquation
d’EULER-LAGRANGE

0% d (0%

dq dt\ 04
On admet que cette expression est toujours vraie pour chaque coordonnée,
lorsque le systéme possede plus d’un degré de liberté.

3. On consideére un systeme conservatif classique. On pose le lagrangien
% = E.— E,. On admet que le chemin ¢ observé rend 'action extré-
male. Retrouver le principe fondamental de la dynamique.

L

4. On appelle impulsion généralisée le réel p = Er On pose également la
q

quantité suivante, appelée hamiltonien™ :

H(t,p,q) =pi—Z(t.q,q)
A T'aide de I'équation d’EULER-LAGRANGE, former les dérivées
OH 0OH
a—q et 87;0
Ce sont les équations d’"HAMILTON.

5. Donner le sens de I’hamiltonien dans le cadre de la question 3.

1. Notez le changement de variables, on parle de transformation de LEGENDRE.



Application : la courbe brachistrochrone Le but de ce probléme est d’ob-
tenir la forme de la courbe minimisant le temps de parcours par le glissement
sans frottement d’un point matériel le long d’une courbe.
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FIGURE 1 — Probléeme de la courbe brachistrochrone

6. Montrer que le systéme est conservatif, puis exprimer I’énergie mécanique
du systeme.

d
7. Dans I’expression obtenue, faire apparaitre la quantité vy’ = d—y, puis ex-
z
primer d¢ en fonction de y,3’ et les paramétres du probléeme.

8. En déduire une quantité £(y,y’) telle que le temps qu’il faut au point
matériel pour parcourir la courbe vaut

7= / L(y(2),9/(2) d.

9. On admet que lorsque le lagrangien est indépendant de la variable d’inté-
gration, il vérifie I'identité de BELTRAMI suivante :

— ——¢ = cste.
aq !
En déduire que
(1+y?)y=D.
ou D est une constante que I’on ne demande pas de préciser.

Cette équation différentielle non linéaire admet une solution, sous la forme

z(0) = L(0—sing)
y(0) =L(1-sino).

On appelle cycloide la forme de la solution obtenue.



