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Dimensions
Définition

Soit 𝐼 un ensemble non vide. On appelle ℝ-espace dimensionnel l’ensemble 𝐷 = ℝ𝐼 . On munit
l’ensemble 𝐷 du produit défini par :

∀𝐽 ⊂ 𝐼 ∀𝐴 ∈ 𝐷𝐼 ∏
𝑗∈𝐽

𝐴𝑗 = (∑
𝑗∈𝐽

𝐴𝑖𝑗
)

𝑖∈𝐼

et de l’exponentiation dans ℝ définie par :

∀𝛼 ∈ 𝐷 ∀𝜆 ∈ ℝ 𝛼𝜆 = (𝜆𝛼)𝑖∈𝐼 .

Proposition

L’ensemble D muni du produit et de l’exponentiation, D a une structure de ℝ-espace vectoriel.
Il est isomorphe à (ℝ𝐼 , +, ⋅).

Notation

Pour tout 𝑖 ∈ 𝐼 , on note 𝑋𝑖 = (𝛿𝑖,𝑗)𝑗∈𝐼
. On a donc

∀𝛼 ∈ 𝐷 𝛼 = ∏
𝑖∈𝐼

𝑋𝛼𝑖
𝑖 .

On préfèrera cette dernière notation dans la suite du document. La dimension 1𝐷 = (0)𝑖∈𝐼
est appelée constante. On appelle dimensions les éléments de 𝐷 \ {1}. On appelle dimensions
élémentaires les éléments de la famille (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 .

Grandeurs
Définition

Soit 𝑆 = 𝕂 × 𝐷, dont les éléments sont appelés grandeurs scalaires, et 𝑉 = 𝕂𝑛 × 𝐷, dont les
éléments sont appelés grandeurs vectorielles.

On identifie tous les éléments de la forme (0, 𝐴) ∈ 𝑆 à 0 (resp. ( ⃗0, 𝐴) ∈ 𝑉  à ⃗0). On dit que 0
et ⃗0 sont sans dimension. Par convention on note [0] = 1𝐷.

Soit 𝑥 = (𝜆, 𝐴) ∈ 𝑆∗ (resp. ⃗𝑥 = ( ⃗𝑢, 𝐴) ∈ 𝑉 ∗). On note [𝑥] = 𝐴 (resp. [ ⃗𝑥] = 𝐴) et on dit que A
est la dimension de 𝑥 (resp. ⃗𝑢). On dit que 𝜆 (resp. ⃗𝑢) est le scalaire adimensionné associé à 𝜆
(resp vecteur adimensionné associé à ⃗𝑥) et l’on note 𝑥 = 𝜆 (resp. ̂⃗𝑥 = ⃗𝑢).

Remarque

Soit (𝑎, 𝑏) ∈ (𝑆∗)2 (resp. (𝑉 ∗)2). La contraposée de l’implication (vraie) 𝑎 = 𝑏 ⇒ [𝑎] = [𝑏] est
[𝑎] ≠ [𝑏] ⇒ 𝑎 ≠ 𝑏. Autrement dit, une formule inhomogène est nécessairement fausse.

Dans le cas où 𝑎 et 𝑏 sont scalaires (resp. vecteurs adimensionnellement colinéaires), si [𝑎] = [𝑏]
alors il existe 𝜆 ∈ 𝕂 tel que 𝑎 = 𝜆𝑏.
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Définition

On définit la loi de composition interne non partout définie + sur 𝑆 (resp. 𝑉 ) par

∀(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆 (resp. 𝑉 ) [𝑎] = [𝑏] ⇒ 𝑎 + 𝑏 = (𝑎 + 𝑏̂, [𝑎])

Définition

On définit la loi de composition interne × sur 𝑆 par

∀(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆2 𝑎𝑏 = (𝑎𝑏̂, [𝑎][𝑏])

Définition

On définit la relation d’ordre ≤ sur 𝑆ℝ par

∀(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆2
ℝ 𝑎 ≤ 𝑏 ⟺ [𝑎] = [𝑏] ∧ 𝑎 ≤ 𝑏̂

Autrement dit, seules les grandeurs homogènes réelles sont comparables.

Définition

Soit 𝑥 ∈ 𝑆ℝ∗
+
 et 𝛼 ∈ ℝ. On note 𝑥𝛼 = ((𝑥)𝛼, [𝑥]𝛼).

Définition

Soit 𝑥 ∈ 𝑆 et ⃗𝑢 ∈ 𝑉 . On définit le module de 𝑥 par

|𝑥| = (|𝑥|, [𝑥])

et la norme de ⃗𝑢 par

‖ ⃗𝑢‖ = (‖̂⃗𝑢‖, [ ⃗𝑢])

Définition

Soit (⋅ | ⋅) un produit scalaire de 𝕂𝐼 . On appelle produit scalaire dimensionné associé à (⋅ | ⋅
) l’application

(⋅ | ⋅) : 𝑉 2 → 𝑆

( ⃗𝑥, ⃗𝑦) ↦ ((̂⃗𝑥 | ̂⃗𝑦), [ ⃗𝑥] × [ ⃗𝑦]).

Application
On prend 𝐼 = ⟦1, 7⟧ et on note 𝐿, 𝑀 , 𝑇 , 𝐼 , Θ, 𝑁 , 𝐽  les dimensions élémentaires de 𝐷. On
a alors

𝐷 = {𝐿𝛼𝑀𝛽𝑇 𝛾𝐼𝜂Θ𝜀𝑁𝛿𝐽𝜁 : (𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜂, 𝜀, 𝛿, 𝜁) ∈ 𝕂7}

On a alors, par construction,

∀𝑥 ∈ 𝑆∗ ∃!(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜂, 𝜀, 𝛿, 𝜁) ∈ 𝕂7 [𝑥] = 𝐿𝛼𝑀𝛽𝑇 𝛾𝐼𝜂Θ𝜀𝑁𝛿𝐽𝜁.

De même pour les grandeurs vectorielles.

Une unité est une grandeur scalaire ≠ 0 qui correspond par convention à une grandeur physique
mesurable (toute unité du système international est définie à partir de constantes physiques
dimensionnées).
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Soit 𝐺 une grandeur. La composante 𝐺̂ définie plus tôt étant arbitraire, on doit exprimer 𝐺
en fonction d’une unité. Soit 𝑢 une grandeur ≠ 0 telle que [𝑢] = [𝐺] (et colinéaire à 𝐺 si 𝐺 est
vectorielle). Il existe donc 𝜆 ∈ 𝕂 tel que 𝐺 = 𝜆 𝑢.

Exemple : 𝑐 = 299 792 458⏟⏟⏟⏟⏟
préfacteur 𝜆

 ms−1⏟
unité 𝑢

 où (m, s) ∈ (𝐷∗)2, [m] = 𝐿 et [s] = 𝑇 .
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